


Il Calcolo della Probabilità

Eventi
Un evento è un avvenimento, descritto da una proporzione, che può accadere o non accadere.

Gli eventi che accadono con certezza si dicono eventi certi.

Gli eventi che non possono mai verificarsi si dicono eventi impossibili.

Gli eventi che possono verificarsi, senza certezza, sono detti eventi aleatori.
Esistono tre tipi di concetto di probabilità:

- Probabilità Classica

- Probabilità Statistica

- Probabilità Soggettiva

La concezione Classica della Probabilità

L'insieme di tutti gli eventi elementari si chiama universo degli eventi o anche spazio campionario.
L'insieme U rappresenta l'insieme dei casi possibili.

Consideriamo l’evento aleatorio E. Il sottoinsieme E rappresenta l’insieme dei casi favorevoli, ossia di quelli in cui E è verificato.

Possiamo allora generalizzare il concetto di evento aleatorio definendolo come ogni possibile sottoinsieme di U. Gli eventi aleatori sono quindi gli elementi dell'insieme delle parti di U, che chiamiamo spazio degli eventi. In particolare:

- i sottoinsiemi con un solo elemento sono gli elementi elementari;

- il sottoinsieme Ø è l'evento impossibile;

- l'insieme U è l'evento certo

Definizione 

La probabilità di un evento E è il quoziente fra i numero dei casi favorevoli f e quello dei casi possibili u, quando sono tutti ugualmente possibili.
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Se un evento è impossibile, il numero dei casi favorevoli è 0 e quindi 
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. Pertanto la possibilità di un evento impossibile è 0.
Se un evento è certo, il numero dei casi favorevoli è uguale a quello dei casi possibili e quindi   
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. Pertanto la probabilità di un evento certo è 1. 

Per gli eventi aleatori, il numero f dei casi favorevoli è compreso fra 0 e u:
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Di conseguenza la sua probabilità:
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Pertanto la probabilità di un evento aleatorio è compresa fra 0 e 1.

In generale
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L'evento contrario

In generale, dato un evento E, in suo evento contrario, indicato con Ç,è quello che si verifica quando e solo quando non si verifica 
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; inoltre, indicando con 
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 il numero dei casi possibili e con 
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 il numero dei casi favorevoli all’evento 
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, il numero dei casi favorevoli all’evento contrario Ç risulta essere 
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La somma della probabilità di un evento aleatorio e di quella del suo evento contrario è 1:
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La concezione statistica o frequentistica della probabilità

Frequenza Relativa

La frequenza relativa 
[image: image16.wmf](

)

E

f

 di un evento sottoposto a 
[image: image17.wmf]n

 esperimenti, effettuati tutti nelle stesse condizioni, è il rapporto fra il numero delle volte 
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 che si è verificato e il numero 
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 delle prove effettuate.
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Osserviamo che i valori della frequenza di un evento sono compresi tra 0 e 1:
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Dobbiamo però rilevare che frequenza 0 non significa che l’evento è impossibile, ma che non si è mai verificato. Analogamente, frequenza 1 non significa che l’evento è certo, ma che in quella serie di esperimenti si è sempre verificato.

Se aumentiamo 
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, il numero delle prove, osserviamo che il valore della frequenza 
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 tende a un valore costante che si può ritenere come la probabilità dell’evento 
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Legge Empirica del caso

Dato un evento 
[image: image25.wmf]E

, sottoposto a 
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 prove tutte alle medesime condizioni, il valore della frequenza relativa 
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 tende al valore della probabilità 
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 di prove effettuate.

Quindi

Probabilità Statistica

La probabilità di un evento E è la frequenza relativa del su verificarsi quando il numero delle prove ripetute è da ritenersi sufficientemente alto.

La Concezione Soggettiva della probabilità

La probabilità di un evento è la misura del grado di fiducia che una persona attribuisce al verificarsi dell’evento, secondo la sua opinione. Il valore si ottiene effettuando il rapporto fra la somma P che si è disposti a pagare, in una scommessa, e la somma V che si riceverà nel caso l’evento si verifichi.


[image: image30.wmf](

)

V

p

E

p

=


Deve sussistere la condizione di coerenza la persona che accetta di pagare P per ottenere V, deve essere anche disposta a ricevere P e pagare V nel caso l’evento si verifichi.

1) Assiomi

2) 
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4) se due eventi 
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1) Proprietà

2) 
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5) se 
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6) se 
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Somma Logica
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Per eventi disgiunti:
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Per eventi non disgiunti, compatibili: 
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La probabilità  della somma logica di due eventi E1 ed E2 è uguale alla somma della loro probabilità diminuita della probabilità del loro evento intersezione.
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in particolare, se gli eventi sono incompatibili:
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Teorema della probabilità totale

Dati 
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 eventi a due a due incompatibili E1, E2, …….., En, la probabilità della loro unione è uguale alla somma delle loro singole probabilità:
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La Probabilità Condizionata

Dati due eventi E1 e  E2 tali che 
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, si dice probabilità condizionata (o subordinata) di E1 rispetto a E2, e si indica 
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, la probabilità che si verifichi E1 nell’ipotesi che E2 sia verificato.

Se 
[image: image57.wmf](

)

(

)

1

2

1

/

E

p

E

E

p

=

, cioè le conoscenze ulteriori sul verificarsi di E2 non modificano la probabilità di E1, si dice che gli eventi sono stocasticamente indipendenti.
· Se invece 
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, cioè le conoscenze ulteriori sul verificarsi di E2 modificano la probabilità di E1, si dice che gli eventi sono stocasticamente dipendenti. Più precisamente:

· se 
[image: image59.wmf](

)

(

)

1

2

1

/

E

p

E

E

p

f

, i due eventi sono correlati positivamente,
· se 
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, i due eventi sono correlati negativamente.
Chiamiamo 
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 il numero degli esiti favorevoli al verificarsi di E2 ed 
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 quello degli esiti favorevoli al verificarsi di E1 nell’ipotesi che E2 si sia verificato, ossia il numero di elementi di 
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Dividendo numeratore e denominatore per n, numero dei campioni di U, otteniamo:
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Teorema

La probabilità condizionata di un evento E1 rispetto a un evento E2, non impossibile, è determinata dalla formula:
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Prove Ripetute

Abbiamo un Evento E con probabilità costante p di verificarsi.

L’evento contrario 
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 ha probabilità di verificarsi 
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Effettuiamo n prove e vogliamo calcolare la probabilità che l’evento E si verifichi k volte e (n-k) volte che non si verifichi.

Se fissiamo l’ordine delle k volte che l’evento si deve verificare, abbiamo:
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Se non c’interessa l’ordine, dobbiamo applicare il teorema della somma logica di eventi e quindi moltiplicare il valore precedente per il numero delle possibilità che ci sono.

Dato un evento E sottoposto a n esperimenti indipendenti ognuno dall’altro con probabilità p costante di verificarsi, essendo 
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 la probabilità che ha l’evento di non verificarsi, la probabilità di ottenere k successi su n prove è:
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Teorema della Probabilità Totale
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Teorema di Bayes

La probabilità che, essendosi verificato E, la causa che sta alla sua origine sia l’evento Ei, con i=1,2,…,n, è
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dove p(E) è la probabilità dell’evento totale:
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